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Аннотация: В статье рассматриваются проблемы, возникающие при 

построении математических моделей; предложен способ их преодоления; 

описана математическая модель робота. 
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На протяжении многих лет использование роботов в различных областях 

человеческой деятельности, будь то промышленность или повседневное 

использование, становится все более заметным. Одной из наиболее быстро 

развивающейся области робототехники является мобильная робототехника. 

Мобильную робототехнику можно разделить на два класса. Первый класс – это 
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управляемые дистанционно оператором роботы, и второй класс – это роботы, 

способные выполнять определенные действия в автономном режиме. В 

большинстве случаев управление роботом осуществляет человек-оператор на 

уровне движений, при этом от человека требуется непрерывное наблюдение за 

роботом и оперативное управление его действиями. Такой подход определяется 

неспособностью робота принимать самостоятельные решения и имеет ряд 

недостатков. К ним можно отнести необходимость организации и постоянной 

поддержки канала связи с человеком-оператором (кабельная связь или 

радиосвязь), что существенно ограничивает область применения робота. Кроме 

того, человек не всегда может правильно оценить обстановку по данным 

телеметрии и осуществить адекватное управление. Возможны ситуации, когда 

мобильный робот оказывается вне зоны наблюдения или связь с ним теряется. В 

этих случаях робот должен автоматически определять типы возникающих перед 

ним препятствий и выбирать соответствующий способ их преодоления. Тем 

самым происходит снижение зависимости робота от человека. Два этих класса 

тесно связаны друг с другом, но постепенно идет переход от роботов первого 

класса, к полностью автоматическим мобильным роботам. 

Исследования в области мобильной робототехники также ведутся во 

многих организациях всего мира. В первую очередь стоит отметить такую 

организацию как Бостон Дайнемикс – крупнейших разработчиков роботов для 

армии США. Ведущими мировыми университетами в свою очередь признаны 

Массачусетский технологический институт (США), Боннский университет 

(Германия), Лондонский университет (Англия). В России это Центральный 

научно исследовательский институт Робототехники и Технической Кибернетики 

– ведущий научно исследовательский университет, занимающийся проблемами 

робототехники. Помимо ЦНИИ РТК, робототехникой в России активно 

занимаются в МГТУ им. Баумана, а также в Институте прикладной математики 

им. М. В. Келдыша РАН. 

В частности, особый интерес проявляется к автономным транспортным 

средствам. Автономным транспортом, в свою очередь, являются такие виды 
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транспорта, управление которыми осуществляет автономная система 

управления. Система управления таких транспортных средств должна учитывать 

все возможные варианты развития событий в процессе выполнения задания. 

Автономные транспортные средства должны реагировать на возмущения с 

огромной скоростью, а также адаптироваться к изменяющимся условиям 

окружающей среды. 

Для точного описания системы с подвижным роботом необходимо точно 

сформировать соответствующую кинематическую и динамическую модели, 

которые зависят от свойств исполнительных механизмов и различных 

технических требований. Кинематическая модель позволяет описывать 

движение рассматриваемой системы без учета сил. Динамическая модель, в 

отличие от кинематической модели, позволяет учитывать такие свойства, как: 

масса, инерция, сила трения, центробежная сила, крутящий момент и т.д. 

Сложность проектирования динамических моделей состоит в том, что 

необходимо учитывать огромное число неизвестных, но без создания 

динамической модели невозможно в полной мере оценить разрабатываемую 

систему. Такие модели построены для того, чтобы лучше понять структуру и 

функционирование контролируемой мехатронной системы. Чем более сложную 

систему необходимо разработать, тем более важным становится создание 

модели. Получение и применение необходимой динамической модели 

позволяет, как можно раньше выявить различные дефекты и ошибки реальной 

системы, что в свою очередь позволяет значительно удешевить разработку 

физического прототипа. 

Моделирование является важным понятием при проектировании любой 

системы. Модели пытаются описать физический мир в краткой форме, в свою 

очередь в реальном мире, существует бесконечное число переменных, которые 

влияют на исход любой ситуации. Модели упрощают реальный мир путем 

абстрагирования и использования лишь самых подходящих для каждой модели 

переменных. 
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В данном докладе рассмотрена проблема построения математической 

модели двухколёсного робота со скользящей точкой опоры. 

Рассматриваемая модель робота изображена на рисунке 1, совершает 

движение в неподвижной системе координат xOy. 

 

Рис 1 Схема двухколёсного робота 

Где: 

С1 – центр масс платформы робота; 

С2 – точка крепления скользящей опоры; 

С3 – центр масс левого колеса; 

С4 – центр масс правого колеса; 

А – середина отрезка соединяющего С3 и С4; 

x10Аy10 – подвижная система координат робота относительно предыдущего 

момента времени; 

x1Аy1 – подвижная система координат робота относительно текущего 

момента времени; 

r – радиус колёс (одинаковый для обоих колёс); 

l – расстояние от центра масс колеса до точки А; 
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ψ – угол поворота подвижной системы координат робота x1Аy1 

относительно положения подвижной системы координат предыдущего момента 

времени x10Аy10. 

Согласно [1], кинематическая математическая модель робота может быть 

записана следующим образом: 

{

−𝑥̇ sin ѱ + 𝑦̇ cos ѱ = 0

𝑥̇ cos ѱ + 𝑦̇ sin ѱ + 𝑙ѱ̇ − 𝑟𝜑1̇ = 0

𝑥̇ cos ѱ + 𝑦̇ sin ѱ − 𝑙ѱ̇ − 𝑟𝜑2̇ = 0

    (1) 

Где: 

𝑥̇ – расстояние по координате х в неподвижной системе координат. 

Вычисляется с помощью системы уравнений математической модели; 

𝑦̇ – расстояние по координате у в неподвижной системе координат. 

Вычисляется с помощью системы уравнений математической модели; 

ψ и ѱ̇  – Вычисляются с помощью системы уравнений математической 

модели; 

𝜑1̇ = 𝜔1 и 𝜑2̇ = 𝜔2 – угловые скорости вращения левого и правого колеса 

соответственно. Являются известными и задаются в качестве параметров. 

Таким образом, у нас присутствуют три неизвестные и три уравнение, 

следовательно, система определена. 

Данная математическая модель является очень простой в понимании, 

программировании и вычислении, но, к сожалению, обладает слишком 

маленькой точностью и результаты оказываются далёкими от действительности. 

Согласно [1] динамическая система уравнений выглядит так: 

{
𝑚𝑉̇ = 𝑚𝑘𝑟(𝜔1̇ + 𝜔2̇ ) +

1

𝑟
(𝑀𝑓1 + 𝑀𝑓2) + 𝑚1𝜉𝛺2

𝐽𝛺̇ = 𝑚𝑘𝑟((𝜔1̇ − 𝜔2̇ ))𝑙 +
1

𝑟
(𝑀𝑓1 − 𝑀𝑓2)𝑙 − 𝑚1𝜉𝑉𝛺

   (2) 

Где: 

𝑚 = 𝑚1 + 2𝑚𝑘 + 2
𝐽𝑦

𝑟2
 – является константой; 

𝑚1 – масса платформы и статоров двигателей, является постоянной; 
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𝑚𝑘 – масса ротора и колеса двигателей, является постоянной, является 

постоянной; 

𝐽𝑦 = 𝐽𝑘𝑦 + 𝑛2𝐽𝑟𝑦 – приведённый момент инерции колеса, является 

постоянной; 

𝐽𝑘𝑦 – момент инерции колеса относительно горизонтальной оси, является 

постоянной; 

𝐽𝑟𝑦 – момент инерции ротора, является постоянной. 

n – передаточное число редуктора, является постоянной; 

V – линейная скорость робота, является высчитываемой переменной; 

𝑀𝑓1 и 𝑀𝑓2 – моменты сил трения левого и правого колеса соответственно, 

является высчитываемой переменной; 

𝜉 = 𝐴𝐶1 – является постоянной; 

𝛺 – скорость вращения вокруг точки А, является высчитываемой 

переменной; 

𝐽 = 𝐽1 + (𝑚1 + 2𝑚𝑘)𝜉2 +
𝐽𝑦

𝑟2
𝑙2 – является постоянной; 

𝐽1 – момент инерции робота относительно вертикальной оси проходящей 

через С1. 

Таким образом, при 3-х неизвестных у нас всего два уравнения, введём ещё 

одно, что определить систему. 

𝑀𝑓𝑖 = {

−𝛿𝑁𝑖𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑖),   𝜔𝑖 ≠ 0,

−𝑚𝑘𝜔̇𝑖𝑟2,   𝜔𝑖 = 0,   |𝑚𝑘𝜔̇𝑖𝑟2| ≤ 𝛿𝑁𝑖

−𝛿𝑁𝑖𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜔̇𝑖),   𝜔𝑖 = 0,   |𝑚𝑘𝜔̇𝑖𝑟2| > 𝛿𝑁𝑖  

   (3) 

Где: 

𝑁1 =
𝑚1+2𝑚𝑘

2
(

𝑔𝜉1

𝜉+𝜉1
+

𝑟((𝑉2+(𝛺𝜉)2) cos 𝛽𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛺)−𝛺̇𝜉𝜌)

𝑙𝜌
)  (4) 

𝑁2 =
𝑚1+2𝑚𝑘

2
(

𝑔𝜉1

𝜉+𝜉1
−

𝑟((𝑉2+(𝛺𝜉)2) cos 𝛽𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛺)−𝛺̇𝜉𝜌)

𝑙𝜌
)  (5) 

𝑔 – ускорение свободного падения; 

𝜉1 – С1С2; 

𝜌 – радиус кривизны движения робота 
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𝜌 =
𝜉

|sin 𝛽|
       (6) 

𝛽 = {

𝜋

2
,   при 𝑉 = 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
Ω𝜉

𝑉
) , при 𝑉 ≠ 0

     (7) 

И хоть количество уравнений совпадает, с количеством неизвестных, мы 

не можем найти решение, так как выбор правильных уравнений зависит от 

значения линейной скорости или угловой скорости и их ускорений. 

Для начала, было определено, какие начальные и граничные условия, 

можно выбрать для решения задачи. 

В качестве граничных условий у нас есть условие отсутствия поперечного 

проскальзывания: 

(𝑚1 + 2𝑚𝑘) |
(𝑉2 + (Ω𝜉)2) cos 𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛(Ω)

𝜌
+ Ω̇𝜉| < (𝑁1 + 𝑁2)𝑓 

Его нельзя использовать для определения изменения скорости вращения 

платформы т.к. в таком случае значения будут подогнаны под условия 

отсутствия поперечного проскальзывания. 

Наиболее простым способом определения нужного уравнения из системы 

(3) является вычисление углового ускорения вращения через систему 

кинематических уравнений (1). После определения углового ускорения 

платформы легко посчитать реакции опоры (4) и (5), после чего выбрать нужное 

уравнение в системе (3), после этого уравнения (3), (4), (5), (6) и (7) были 

подставлены в систему (2). После этой подстановки уже достаточно легко 

вычислить точное значение углового ускорения платформы. 

Заключение. 

Была разработана математическая модель двухколёсного робота с двумя 

ведущими колёсами и точкой опоры. В модели были учтены проблемы 

предварительной оценки угловой скорости. 
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