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Аннотация: В статье рассматриваются современные подходы к 

ускоренному решению больших систем линейных уравнений с помощью 

параллельных численных методов. Освещаются основные стратегии 

распараллеливания вычислений, сравниваются преимущества различных 

современных алгоритмов и платформ. Приведен анализ актуальных проблем 

и перспектив развития вычислительных технологий. Отдельное внимание 

уделено практическим примерам реализации численных методов на 

суперкомпьютерах. 
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Abstract: The article reviews modern approaches to the accelerated solution 
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Современная наука и техника требуют решения всѐ более сложных и 

объѐмных математических задач, ядром которых во множестве случаев 

становятся системы линейных уравнений значительного порядка. На 

практике такие системы возникают при моделировании физических 

процессов, расчетах в инженерных науках, анализе больших данных, даже в 

экономике и социальных науках. 
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С ростом объѐма исходных данных и увеличением количества 

переменных традиционные методы решения становятся слишком 

трудоѐмкими либо вовсе неприменимыми без существенного ускорения 

вычислений. Именно поэтому численные методы, обеспечивающие 

эффективное распараллеливание и масштабируемость, приобретают 

ключевое значение для современной вычислительной математики. 

Параллельные вычисления, опирающиеся на архитектуры современных 

многоядерных процессоров и суперкомпьютеров, позволяют не только 

сократить общее время решения задачи, но и повышают устойчивость 

алгоритмов, обеспечивая возможность анализировать системы размером в 

миллионы и даже миллиарды уравнений. 

Введение специализированных программных платформ, 

поддерживающих стандарты OpenMP, MPI и CUDA, сделало эти методы ещѐ 

доступнее для практического использования [1]. 

Все численные методы решения больших систем линейных уравнений 

условно делят на две большие группы: прямые (точные в условиях 

вычислительной точности) и итерационные (приближѐнные, но применимые 

для разрежѐнных или крайне больших систем). Каждая из этих технологий 

имеет преимущества и ограничения, определяющие сферу практического 

применения. 

Таблица 1. 

Сравнительная характеристика методов 

Подход Преимущества Недостатки 

Прямые (например, метод 

Гаусса) 

Высокая точность, 

определенность результата 

Большое потребление 

памяти, продолжительность 

при больших размерах 

Итерационные (методы 

Якоби, Зейделя, 

сопряжѐнных градиентов и 

др.) 

Эффективность при 

разрежѐнных матрицах, 

возможность 

распараллеливания 

Необходимость анализа 

сходимости, сильная 

зависимость от выбора 

начального приближения 
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Не только алгоритмические, но и аппаратные характеристики 

определяют выбор метода. Современные суперкомпьютеры проектируются 

так, чтобы операции типа сложения, умножения и обмена данных по шине 

происходили максимально параллельно [1]. 

Развитие технологии параллельных вычислений напрямую связано с 

возможностями архитектур (Рис. 1.). В наши дни получили распространение 

такие стандарты, как OpenMP и MPI [2]. Разница заключается в том, что 

OpenMP ориентирован на распараллеливание вычислений внутри одного 

узла (память общая), а MPI – для организации многопроцессорных 

вычислений с обменом данными между узлами (распределѐнная память). 

 

Рисунок 1. Упрощѐнная схема распараллеливания по OpenMP и MPI 

 

Для достижения существенного ускорения вычислений применяют 

следующие ключевые приѐмы: 

 декомпозиция задач: разделение матрицы и вектора свободных 

членов на подзадачи, обрабатываемые одновременно разными 

потоками/процессами; 

 использование векторных и тензорных вычислений: это ускоряет 

обработку матриц больших размеров [3]; 

•  Весь расчѐт в одном 
процессе 

• потоки делят память  
OpenMP  

•  Каждый процессор работает 
над своей частью 

• обмен через сеть 
MPI 
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 эффективное управление памятью, чтобы избежать простоев 

(латентности) из-за обмена данными между частями вычислительной 

системы. 

Формула устойчивости метода (пример для метода Якоби): 

                                            
(   )

 
 

   
(             

( )
)                                           ( ) 

После декомпозиции, каждый процесс может вычислять значения для 

своего «куска» вектора x. 

Ярким примером реализации параллельных вычислений служит 

суперкомпьютер Frontier (США), который занимает лидирующие позиции 

одновременно по быстродействию (TOP-500) и энергоэффективности (Green-

500) [1]. Также стоит упомянуть исторические вехи, например проект 

CDC8600, где впервые был реализован принцип SMP — архитектуры с 

общей памятью [4]. 

Простые методы типа Якоби и Гаусса-Зейделя хорошо изучены, но для 

предельно больших задач их производительность не всегда достаточна. 

Поэтому всѐ чаще применяются усовершенствованные схемы, например, 

метод сопряжѐнных градиентов и его параллельные версии. Для 

разреженных матриц этот метод демонстрирует отличную масштабируемость 

– каждый процессор может обрабатывать свою часть уравнений с 

минимальной коммуникацией. 

Приведем пример аппроксимации матричного умножения с помощью 

распараллеливания. Пусть требуется вычислить произведение матрицы A 

размера (n×n) и вектора x: 

                                                              ∑      
 

   
                                                     ( ) 

В условиях параллелизма каждая строка или блок строк может 

назначаться отдельному потоку, таким образом вычисление элементов 

вектора y ускоряется в p раз, где p — число потоков. 
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Современные задачи часто требуют работы с не только линейными, но 

и слабо-нелинейными либо структурно-особенными системами уравнений. 

Например, при моделировании пространственных поворотов используются 

кватернионные алгебры, позволяющие более устойчиво, чем классические 

методы, вычислять сложные преобразования [2]. Здесь параллельная 

обработка становится особенно актуальной при обработке больших массивов 

геометрических векторов. 

С переходом к вычислениям на графических процессорах (GPU) и 

суперкомпьютерных платформах число доступных потоков достигает тысяч 

и даже десятков тысяч. Это требует учитывать: 

 сложность синхронизации; 

 пропускную способность памяти; 

 особенности архитектуры отдельных процессоров. 

В ряде случаев приходится оптимизировать вычисления и по способу 

хранения данных (например, использовать разреженные форматы хранения 

матриц). 

Введем коэффициент ускорения по сравнению с последовательным 

вычислением: 

                                                             
     
       

                                                               ( ) 

где       — время последовательного выполнения алгоритма,         

— время при использовании параллельных вычислений. На практике часто 

удается получить ускорение вплоть до 15-20 раз на современных кластерах, 

если правильно выбран метод декомпозиции задачи [1]. 

Параллельные численные методы позволяют добиваться значительного 

сокращения времени решения при работе с массивными системами линейных 

уравнений. Среди наиболее заметных достоинств можно выделить: 

1. Существенное ускорение вычислений за счѐт распараллеливания 

арифметических операций и оптимизации обмена данными между 
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процессами. Это становится особенно востребованным при задачах, 

требующих обработки матриц размера     и выше. 

2. Повышенная устойчивость алгоритмов за счѐт использования 

современных платформ, позволяющих эффективно обрабатывать как 

плотные, так и разрежѐнные матрицы. 

3. Гибкость — возможность реализовать различные методы 

(итерационные, прямые, гибридные) под конкретную архитектуру 

вычислительной системы. 

4. Возможность масштабирования: современные алгоритмы легко 

адаптируются под вычислительные кластеры и суперкомпьютеры, а также к 

системам с архитектурой SMP и распределѐнной памятью [1,4]. 

Однако, несмотря на явные плюсы, имеются и существенные 

ограничения: 

 возрастает сложность программной реализации и настройки 

алгоритмов, особенно при работе на неоднородных кластерах и при 

необходимости реализовать эффективный обмен информацией между 

большими числами процессов; 

 параллелизация сопряжена с трудностями синхронизации и 

балансировки нагрузки, что особенно актуально для неравномерных или 

плохо структурированных систем уравнений; 

 наблюдается рост накладных расходов из-за обмена данными, 

когда увеличение количества потоков перестаѐт давать желаемое ускорение 

(эффект насыщения); 

 серьѐзное влияние на эффективность оказывают аппаратные 

характеристики кластера, пропускная способность памяти и сети, а также 

методы хранения матриц и векторов. 

Последние годы показывают, что прогресс в области параллельных 

численных методов напрямую связан с совершенствованием аппаратного 

обеспечения и развитием гибких программных библиотек. Технологии 
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OpenMP, MPI и CUDA становятся стандартом для вычислений, что позволяет 

использовать параллелизм как в научных, так и в инженерных задачах[4]. 

Такой подход даѐт возможность не только обрабатывать колоссальные 

объѐмы данных, но и совершенствовать численные алгоритмы, интегрируя в 

них методы аппроксимации, оптимизации и машинного обучения. 

В перспективе большую роль будут играть гибридные архитектуры, 

способные совмещать преимущества различных стандартов параллельного 

программирования, а также методы искусственного интеллекта для 

оптимального распределения вычислительных ресурсов. Продолжит 

развиваться программное обеспечение, примером чего могут служить 

современные библиотеки для решения разрежѐнных СЛУ с поддержкой 

многоуровневого параллелизма. Не меньшую актуальность заслуживает 

направление оптимизации алгоритмов работы с матрицами особой 

структуры, в числе которых блочно-разрежѐнные, ленточные и другие типы 

[5]. 

На сегодняшний день параллельные численные методы становятся 

неотъемлемой частью вычислительной математики и численного 

моделирования. Без них невозможны современные расчѐты в аэродинамике, 

гидродинамике, обработке данных и многих других научно-технических 

областях, где требуется обработка гигантских объѐмов информации. 

Эффективное применение параллельных вычислений позволяет не только 

ускорить получение результатов, но и значительно повысить точность и 

устойчивость численного решения. 

В то же время актуальными остаются вопросы оптимизации обмена 

данными, улучшения алгоритмов декомпозиции, сокращения накладных 

расходов и повышения универсальности реализуемых программных 

комплексов. Решение этих задач обеспечит дальнейший прогресс методов 

ускоренного решения СЛУ на базе современных вычислительных платформ. 
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Параллельные численные методы уже зарекомендовали себя как 

основные инструменты для обработки больших систем уравнений, и их 

развитие будет определять эффективность научных исследований на 

ближайшие десятилетия. 
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